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APELLIDOS...................................................................................................N¶UMERO...........
NOMBRE...........................................

Primera pregunta. Cada uno de los apartados se cali¯car¶a de 0 a 2 puntos. Un error considerado
muy grave en alguno de los apartados puede hacer que la cali¯caci¶on global de la pregunta sea 0 puntos.

Responda breve y razonadamente

1. Describa gr¶a¯camente la regi¶on del plano complejo de¯nida por
1

2
Re z · Im z · 2 Re z

x=2y

y=2x

Región

Si z = x+ iy, la regi¶on viene de¯nida por

1

2
x · y · 2x

2. Sea f : [¡1; 1]! R una funci¶on derivable. D¶³gase si las siguientes a¯rmaciones son ciertas o falsas,
justi¯cando en todos los casos.

(a) La funci¶on g(x) = jf(x)j es derivable en [¡1; 1].
(b) f alcanza su valor m¶aximo en [¡1; 1].
(c) La derivada de la funci¶on h(x) = f(x2 ¡ x+ 1) se anula en un punto c 2 (0; 1).

(d)

Z 1

¡1

f dx = 0.

(a) No. Basta considerar f(x) = x que es derivable en [¡1; 1]. Asi g(x) = jxj, que no es derivable
en x = 0.

(b) Si. Como f es derivable, es continua. Asi alcanza su m¶aximo y m¶³nimo absolutos en el intervalo
cerrado y acotado [¡1; 1].

(c) Si. Primera forma: h0(x) = f 0(x2 ¡ x+ 1)(2x¡ 1), que se anula para c =
1

2
.

Segunda forma: h est¶a de¯nida y es derivable en [0; 1] y h(0) = f(1) = h(1). Asi existe un
punto c 2 (0; 1) tal que h0(c) = 0.

(d) No. Basta considerar f(x) = 1 8x.



3. Hallar los extremos absolutos, si existen, de la funci¶on f : [¡2; 2]! R de¯nida por

f(x) =

8
<

:

jx+ 1j ¡ 2 si ¡2 · x · 0
x si 0 < x · 1
3¡ x si 1 < x · 2

-2 -1

2
-1

-2

1

2

1

La funci¶on f es derivable salvo en los puntos

¡1; 0; 1. Como la derivada es

f 0(x) =

8
>><

>>:

¡1 si ¡2 · x < ¡1
1 si ¡1 < x < 0
1 si 0 < x < 1
¡1 si 1 < x < 2

la funci¶on tiene un m¶³nimo absoluto en x = ¡1 y

vale ¡2. Tiene supremo en x = 1, con valor 2, que

no se alcanza. Por tanto no tiene m¶aximo absoluto.

4. Demu¶estrese la siguiente a¯rmaci¶on: si f : [0;+1)! R es una funci¶on derivable tal que f(0) = 0
y lim
x!+1

f(x) = 0, entonces existe un punto c 2 (0;+1) tal que f 0(c) = 0.

Si f(x) = 0 8x, la funci¶on es constante y la a¯rmaci¶on es trivialmente cierta. En otro caso

² Si existe a > 0 tal que f(a) = 0, basta aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0; a].

² En otro caso, si f(x) > 0 8x > 0, sea a > 0 y " =
1

2
f(a) > 0. Como lim

x!+1
f(x) = 0, dado

el anterior ", existe k > 0 tal que si x ¸ k, entonces f(x) < ". Al ser f continua (por ser
derivable), alcanza su m¶aximo y m¶³nimo absolutos en [0; k]. Como f(a) > 0, f(0) = 0 y
f(a) > ", el m¶aximo absoluto se alcanza en un punto c 2 (0; k) y en ¶el f 0(c) = 0 (por ser
interior al intervalo).

² Si f(x) < 0 8x > 0, el proceso es el mismo salvo que " =
1

2
jf(a)j y el punto c es d¶onde se

alcanza el m¶³nimo absoluto.

5. Dada la funci¶on f(x) =

Z
x

1

dt

(1 + t2)2
; x 2 R, calc¶ulese (f¡1)0(0).

Como
1

(1 + t2)2
> 0, f(x) es estrictamente creciente y, por tanto, invertible. Adem¶as (f¡1)0(b) =

=
1

f 0(a)
siendo f(a) = b. Como f(1) = 0 y f 0(x) =

1

(1 + x2)2
, f 0(1) =

1

4
. Asi (f¡1)0(0) = 4.
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Segunda pregunta. Un error considerado muy grave puede hacer que la cali¯caci¶on global de la
pregunta sea 0 puntos.

Sea f una funci¶on continua en R tal que f(0) = 1. Sea la funci¶on

F (x) =

Z x
2¡1
2

0

f(t) dt

1. Hallar la ecuaci¶on de la recta tangente a la gr¶a¯ca de F en el punto x = 1.

2. Hallar el ¶area encerrada por la recta tangente obtenida en el apartado anterior, el eje OY y la
gr¶a¯ca de la funci¶on g(x) = ¡x2 + 4x¡ 3.

1. Como F (1) =

Z 0

0

f(t) dt = 0 y F 0(x) = f

µ
x2 ¡ 1

2

¶
¢ x ) F 0(1) = 1, la ecuaci¶on de la recta

tangente es y = x¡ 1.

2. El ¶area pedida es

Región

A =

Z 1

0

(yrecta ¡ ypar¶abola) dx =

=

Z 1

0

(x2 ¡ 3x+ 2) dx =
5

6

Tambi¶en puede obtenerse como la diferencia entre el ¶area comprendida entre la par¶abola, el eje OX
y la parte negativa de OY y la del tri¶angulo determinado por los ejes y la recta.
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Tercera pregunta. Un error considerado muy grave puede hacer que la cali¯caci¶on global de la
pregunta sea 0 puntos.

Determinar el n¶umero de ra¶³ces reales de la ecuaci¶on

x3 + ax+ 2 = 0

en funci¶on del par¶ametro a 2 R.

Se trata de un polinomio de grado 3, por lo que tendr¶a 1 ¶o 3 ra¶³ces reales. Sea f(x) = x3 + ax + 2.
Su derivada es f 0(x) = 3x2 + a. Asi tenemos

² Si a > 0, la derivada siempre es positiva, f es estrictamente creciente y s¶olo tiene una ra¶³z real.

² Si a = 0, la ecuaci¶on es x3 + 2 = 0, que tiene como ¶unica ra¶³z real x = 3
p
¡2.

² Caso a < 0. En este caso f(x) = x3 ¡ jajx+ 2 y f 0(x) = 3x3 ¡ jaj. La derivada tiene entonces dos

ra¶³ces que son §
r
jaj
3
, que corresponden a puntos con tangente horizontal. Adem¶as

f

Ã

¡
r
jaj
3

!

= ¡jaj
3

r
jaj
3

+ jaj
r
jaj
3

+ 2 = 2 + 2
jaj
3

r
jaj
3
> 0

Debemos ahora distinguir entre las tres posibilidades siguientes

Estos casos dependen del signo de f

Ãr
jaj
3

!

= 2¡ 2
jaj
3

r
jaj
3
. Esta expresi¶on se anula para jaj = 3

y como a < 0, tenemos:

1. Si ¡3 < a < 0, jaj < 3 y f

Ãr
jaj
3

!

> 0. Una ¶unica ra¶³z real.

2. Si a = ¡3, jaj = 3 y f

Ãr
jaj
3

!

= 0. Tres ra¶³ces reales, una de ellas doble.

3. Si a < ¡3, jaj > 3 y f

Ãr
jaj
3

!

< 0. Tres ra¶³ces reales distintas.

Por tanto, si a > ¡3, s¶olo una ra¶³z real y si a · ¡3, tres ra¶³ces reales.
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Cuarta pregunta. Un error considerado muy grave puede hacer que la cali¯caci¶on global de la
pregunta sea 0 puntos.

Hallar el volumen engendrado por la regi¶on acotada limitada por las gr¶a¯cas de las funciones f(x) = x2

y g(x) =
1

1 + x2
contenida en el primer cuadrante, al girar alrededor del eje OY .

yinter

A1

A2

La intersecci¶on de las curvas es yinter =

p
5¡ 1

2

que corresponde a x =

sp
5¡ 1

2
.

Primera forma: Volumen por secciones

² Volumen engendrado por A1: Las secciones ortogonales al eje OY son c¶³rculos con radio x =
p
y.

Su ¶area es ¼y y el volumen buscado es

V1 =

Z p
5¡1
2

0

¼y dy = ¼

·
y2

2

¸p5¡1
2

0

=
¼

4
(3¡

p
5)

² Volumen engendrado por A2: Las secciones ortogonales al eje OY son c¶³rculos con radio

x =

r
1

y
¡ 1. Su ¶area es ¼x2 = ¼

µ
1

y
¡ 1

¶
y el volumen buscado es

V2 =

Z 1

p
5¡1
2

¼

µ
1

y
¡ 1

¶
dy = ¼ [ln jyj ¡ y]1p5¡1

2

= ¼

"p
5

2
¡ 3

2
¡ ln

p
5¡ 1

2

#

lo que da un volumen total de ¼

"p
5

4
¡ 3

4
¡ ln

p
5¡ 1

2

#

Segunda forma: F¶ormula de giro con eje OY

Se obtiene el volumen como diferencia entre el engendrado por el ¶area bajo y =
1

1 + x2
y el obtenido

al girar el ¶area bajo y = x2.

V = 2¼

Z
pp

5¡1
2

0

x
1

1 + x2
dx¡ 2¼

Z
pp

5¡1
2

0

x ¢ x2 dx

que conduce, evidentemente a la misma soluci¶on, pero con un aspecto algo diferente.


